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PRQCESSOS DE HATEMATIZAÇÂO
G . B E O U S S E A U
A s s i s t e n t e d a F a c u l d a d e d e C i ê n c i a s - B o r d e a u x
Queremos precisar qual.é o pro cesse pedap:6gico que julgaroos indis-
pensavel para obter um bom conhecimento da matemâtica. Ele serviu-nos de
modelo para organizar a raaior parte das l iç5es e das sér ies de act iv idades
de que falàmos em (9) (ver a bibliografia) e é indispensavel para compre-
ender o método e para indicar como é possavel conciliar principios pedago-
g icos que estudos super f ic ia is apresentam como inoonc i l iâve iB.
A p e d a g o g i a t e n d e a o r g a n i z a r a s r e l a ç S e s d a c r i a n ç a c o m o s e u
meio de modo a fazer intervir comportamentos adquiridos com vista a cria-
ç f t o d e c o m p o r t a m e n t o s n o v o s .
1 . ESTRUTURAS - SITUAÇAO • - MODELOS
A estrutura de ura conjunto é def inida pelas relaç5es e pelas ope-
raçôes que ligam os seus eleraentos. Se a l ista de relaç5es que define uma
estrutura esta contida na lista que define S^ t diremos que iro-
plica Iqgicamente S^, que S^ realiza S^, ou ainda que S^ é uma abstra^
çao ou um modelo de S^-
Duas estruturas S e S, podem ser realizaç6es diferentes de uma
a b
mesma estrutura S; diremos que S é uma representaçSo, modulo S, de
8 »
Inversamente uma mesma estrutura pode implicar logicamente duas estruturas
diferentes» 0 conjunto das estruturas que realizam uma estrutura S e tan—
t o m a i s v a s t o q u a n t o m a i s g é r a i é S ,
Considereraos uma situaçâo, quere dizer uma certa combinaçâo de
objectos (ou de pessoas), tendo certas relaçSes entre eles» Ê por vezes
cômodo, para descrever esta situaçâo, escolher uma estrutura e estabelecer,
entre certos dos seus elementos ou relaç5es e os objectos ou relaçCes da
s i tuaçâo , co r respondênc ias de s ign i f i cado a s ign i f i can te . As pa r tes da es
t r u t u r a a s s i m a s s o c i a d a s a o b j e c t o s d a s i t u a ç â o d i z e m - s e c o n c r e t a m e n t e
s i g n i f i c a t i v a s »
(1) Conferência pronunciada em Clermont-Ferrand nas Jornadas da A,P.M»
em Haio de 1970, sob o t i tulo de "Aprendizagem das estruturas",
• ♦ • / • • *
A estrutura é entâo uma linguageni perraitindo falar da situaçâo,
A correspondência "linguageir,-situaçâo" é arbitrâria. For util lado
pertes concretamente significativas desta estrutura itnplicam ligicamente
outras partes ou outras estruturas; per outre lado, na situaçâo, cartas re-
laçôes descritas têm consequencias: pode acontecer que as consequências na
estrutura sejam concretamente significativas das consequências na situaçâo
E n t â o , a e s t r u t u r a t e r i a p e r m i t i d o c o n j e c t u r a s v a l i d a s .
Uma estrutura encarada numa certa situaçâo corao nm raeio de prognôs
tico, de expl icaçâo, com um projecto de extensâo das partes concretamente
s i g n i f i c a t i v a s , c o n s t i t u e u m m o d e l o d a s i t u a ç â o .
Pode acon tecer que nera todas as re laçoes de um mode lo matemat ico
se jam suscept ive is de receber uma s ign i f icaçao concreta na s i tuaçâo descr i -
t a î e s s a s r e l a ç ô e s s â o d i t a s n â o p e r t i n e n t e s .
Pode acontecer tarabéra que nâo haja acordo entre uma consequêricia
na situaçâo e aquilo que o modelo previa. Este deve entâo ser regeitado ou
m o d i fi c a d o .
MODELOS MENTAIS - ESQUEMA E DIALÊCTICA PEDAGÔGICAS
E intéressante usar o vo ^abulario indicado para descrever as situa
çSes pedagôgicas.
Num 'dado instante a criança é colocada perante uma certa situaçâo;
quere dizer perante certos objectos ou pessoas que tern entre elas certas
relaçôes. Alèm disso hâ entre ela e esta situaçâo certas relaçôes:
- r e c e b e i n f o r r a a ç ô e s e s a n ç ô e s -
e pode reagir por acçôes: actividade fisica, emissâo de mensagens, tomada
de posiçâo ou julgamento.
Quando uma criança, numa sucessâo de situaçôes coraparâveis (que
realizam uma mesma estrutura) tem uma sucessâo de comportamentos comparâ-
veis (que relevaim de um mesmo comportamento) estâ-se autorizado a super
que ela se apercebeu de ura certo numéro de elementos e de relaçôes desta
estrutura. Tem entâo pelo menos um certo modelo mental desta situaçâo»
Num dado momento, as relaçôes da criança com o mundo que a rodeia
constitue uma situaçâo. Se esta situaçâo tiver sido aceite ou organizada
por ura pedagogo corao um raeio de atingir um comportamento previsto, chamâ-
-la-emos de situaçâo ou esquema pedagôgico.
Mas uma situaçâo nâo é estâtica; évolué no tempo, na sequência de
trocaB sucessîvas de inforraaç5es e acçSes entre o sujeito 6 a eituaçâo.Es-
tas permutas constituem uma espécie de diâlogo tendante k obtençâo de
u m a
certa sat isfaçâo (diâlogo entre o objecte e o sujette, de cencrete e do
abstracte, de "kprieri e do à posteriori"..«)« No decurso destas trocas, a
criança modifica a sua primeira ideia da situaçâo, cria e expérimenta um com
portamento, um raodelo mental, uraa linguagem, ou uma teoria. Ê um processo
dialectico. Chamaremoe dialéctica pedagogica uma sequênoia de esquemas peda
gôgicos ligados à mesmS situaçâo ou a um mesmo modelo mental.
DIALÉCTICA DA ACCÂO
t
a) Esqueiaa da acçao
A • c o l o c a d a e m f a c e d e u m a c e r t a s i t u a ç â o , d e q u e p o s -
^ - . . i g o u m e n o s s a t i s f a t ô r i o s » E s t e s m o d è l e s p e r r a i t e m - l h es u e m o d e l o s m e n t a i s i n a >
, . ^ f o r m a ç S e s s o b r e e s t a s i t u a ç â o . H â d e r e s t e u m f i m , o ui n t e r p r e t a r , r e c e b e r '
, . ^ f i s i c a r a e n t e , p e l o m e n o s c e r t a s i n f o r m a ç ô e s q u e r e c e -u r a a r a o t i v a ç a o p a r a a g i *
s a c a p e r c e b i d a s d e m a n e i r a a f e c t i v a , q u e r e d i z e r
be, ou que pode recebef
^ g r é s u l t a n t e s d a s u a a c ç â o ,c o m o r e f o r ç o s o u s a n ç o » ' '
•
— -
: ^
.
S i t u a ç â o ^
S u j e i t o
Sançâo
b ) D i a l é c t i c a
Agindo, a criança vai melhorar ou piorar a sua posiçâo, ela jul-
garâ ter-se aproximado do seu objectivo ou ter-se afastado dele, assim o mo
delo utilizado sera reforçado ou abandonado. 0 individuo adapta-se por um
processo de tentative e erro. Os métodos de modificaçâo ou de mudança de mo
dèles sâo mal conhecidos. Ê necessârio, todavia notar que estas mudanças sâo
orientadas unicamente pelas sançôes e sua intensidade.
Observa-se no decurso de certas séries de acçôes conseguidas que
06 modèles vâo empobrecendo; o individu© procura menos informaçao, nâo re-
tem senâo a que é pertinente para o resultado procurado: ha reduçâo e abstr
çSo per uma espécie de principios de economia do modelo. Pelo contrario, u ~
decurso de series de acç6es que fracassam, a criança tende a enriquecer ©
delo, precisa-0, concretisa-o, torna-o capaz de dar conta de uma maior nt, "
. • » / • • •
t idp-de de informaçâo até que seja obrigado a abandonâ-lo»
c ) F i l i a ç â o d a s e s t r u t u r a s
As estruturas mais gérais sâo aquelas que serao real izadas no maior
numéro de modelos e as que terâo a possibilidade de maior numéro de vezes
ser ûteis. Se se admite que a frequência de utilizaçSo de um modelo é uma
circunstância favorâvel à sua elaboraçâo, deve admitir-se que as estruturas
mais gérais sâo aquelas que as crianças adquirirâo priraeiro, Ê o que se obser
v a n a d i a l e c t i c s d a a c ç â o ,
Pôs-se tarabém em evidência uma certa ordem de apariçâo na criança,
dos modelos mentais, e mostrou-se que ura modelo s6 podia ser eficaz e fami-
liarmente utilizado quando estivesse ligado a uma estrutura ou a uma familia
de estruturas jâ adquiridas ou em curso de aquisiçao. Esta condiçâo parece
estar ligada à dialéctica da acçâo: a criança deve poder operar sobre o seu
modelo um certo jogo de modificaçôes. Ura modelo particular adquirido unica-
mente por aprendizagem nâo é instrumental e nâo pode ser adaptado. •
d ) M o d e l o s i m p l i c i t o s
A dialéctica da acçâo leva à criaçâo pelo sujeito de modelos impli.
citos que regulam' esta acçâo: trata-se da associaçâo de certos estlmulos a
c e r t a s r e s p o s t a s o
Se a criança possue uma linguagera apropriada, pode explicitar cer
tes destes modelos» Um observador pode explicitar mais alguns, mas restam,
sera duvida processes, métodos de pesquisa atribuidos à intuiçâo que fazem
com que alguns tenham êxito regularmente e outros fracassera tambéra regular-
mente, e estes métodos nâo sâo explicitâveis»
h . DIALÉCTICA DA FORMULAÇÂO
Por abuso temos confundido os modelos mentais explicitâveis com os
modelos materaâticos: estes sâo explicitados numa linguagera muito particular.
Para que apareça objectivamente o que chamamos"matemâtica", a criança deve
exprimir, a propôsito de uma situaçâo, informaqcfes pertinentes numa linguagera
convenclonal de que conhece ou cria as regras: nâo basta que a criança colo-
cada perante uma situaçâo tenha o desejo e a possibilidade de a modificar
é preciso que construa uma descriçSo, uma representaçâo, um modelo expll
c i t o .
a ) E s q u e m a s d a f o r m u l a ç a o
Se queremos que a criaçâo de uni modelo explicite siga o nosso es-
quema pedagogico de base, é preciso que este modelo tenha utilidade peira q
o b t e n ç S o d e u m r e s u l t a d o ; t o d o s o s e s q u e m a s s e r e d u z e m a o s e g u i n t e : a c r i -
ança pode obter sobre a situaçao certas informaçôes, mas nao consegue por
s i s o o b t e r o r e s u l t a d o e s p e r a d o , s e j a p o r q u e a s s u a s i n f o r m a ç ô e s s â o i n -
c o m p l e t a s , s e j a p o r q u e o s s e u s m e i o s d e a c ç a o s â o i n s u f i c i e n t e s .
Se entSo dâ conta de que uma outra pessoa é susceptlvel de agir so
bre a situaçâo de modo favorâvel, procura obter o seu concurso e depois tro
c a c o m e l a i n f o r m a ç ô e s o u o r d e n s : s a o a s m e n s a g e n s t r o c a d a s e n t r e u m " e m i s -
sor" e um "receptor"»
D i f e r e n t e s e s q u e m a s d a f o r m u l a ç â o
S a n ç â o
^ —
1
E m l s s o x *
Situaçao
^
— ' r
E s q u e m a X
AcçSo de concertaçao
( inforrnaçâ
ou ordem)
/
R e c e p t o r
Sançâo
S i t u a ç â o
E s q u e m a I I I
H e m o r i z a ç â o
Sançâo
I n f o r m a ç S o
A c ç â o
6
s '
E m i s s o r
R e c e n t o r
M e r n o r i z a c S o
D e s c o d i f i c a ç â o
u l t e r i o r
0 esquema da formulaçao funciona da seguinte maneira: 0 receptor
age em funçâo da mensagera que recebeu. Se esta acçâo nâo é satisfntôria, po
de corrigi—la por uma nova troca de mensagens, mas a comunicaçâo sô se esta
belece se o emissor e o receptor utilizam o mesrao côdigo, e o utilizam bem
um e outro. E necessario além disso evidentemente que o conteudo da mensa-
gem se ja cor rec to .
Se o esquema pedagogico e correcto, quando a sançâo da acçao é
negativa, inicia-se uma sucessao .de oorrecçôes incidindo sobre as mensa
gens que conduz à formulaçao procurada. Evidentemente o facto das mensagens
serem escritas pode facilitar as correcçGes.
Demos em (9) e em outres trabalhos (?) numerosos exemples de li-
ç5es que realizam esquemas de formnlaçâo:
- DesignaçSo de objectos e de conjuntos •
- I g u a l d a d e s .
Designaçâo das partes de um conjunto, operaçSes corn conjuntos,
- CriaçSo de pares, conjunto-produto,
- CriaçSo dos cardinais.
DesignaçSo dos cardinais, de somas,
- DesignaçSo de vectores,
- NuraeraçSo, etc. . .
Este esquema funciona com regularidade.
As relaçSes dos dois interlocutores com a situaçSo permitem pre-
ver quai e a semantica - o conteudo - das mensagens que permitirâo a obten-
çâo do resultado. As regras impostas ao canal da comunicaçSo, e os conheci-
mentoB dos dois sujeitos limitarâo a escolha do reportorio (quere dizer o
conjunto de sinais formais que permitem suportar o sentido das-mensagens
trocadas) e da sintaxe utilizada (quere dizer as regras de construçâo da
mensagem COŒ a ajuda de slnais do reportorio). Ê possivel, combinando judi-
. . . / . . .
7ciosamente. uma situaçao e as condiçôes de troca de mensagens, comandar o
tipo de mensagem susceptivel de ser criado. Ë necessario que, se a mensa-
gem nSo passa (mal codificada ou mal compreendida) a acçâo nâo se possa
c o n d u i r e
b ) C o n d i ç ô e s s o b r e a c o m u n i c a ç â o
Uma mensagem, mesrao uraa breve ordera necessâria à realizaçâo de
uma tarefa, .-contém forçosamente uma parte pertinente, concretamente signi-
ficativa. Existem relaçôes significante - significado, entre certes ele-
raentos da mensagem e outros da situaçao. Kâo se conhece um sisteraa de con
diçôes suficientes para que se possa falar de mensagem matemâtica, mas o
facto de uma mensagem ser:
- e s c r i t a ,
- s e m a m b i g u i d a d e ,
- sem redundância (quere dizer nâo contendo varias vezes a mes-
nia informaçâo),
- s e m i n f o r m a ç â o s u p e r f l u a ,
- minimal, no que concerne ao mesmo tempo a mensagem, ao re-
p o r t o r i o e â s i n t a x e ,
parece, na maior parte dos casos era que a realizamos, propria para produ-
zir a criaçao de mensagens quase matemâticas, quere dizer de modales.
c ) D i a l é c t i c a d a f o r m u l a ç â o
pode te r do is resu l tados pedagôg icos d is t in tos :
^ construçâo de uma nova mensagem com a ajuda de um reporte—
n o e d e u m a s i n t a x e c o n h e c i d o s .
A criaçâo de um répertorie, de uma sintaxe ( e de mensagens )
n o v o s .
Observara-se nos dois casos os mesmos processos de tentativa e
1 duçâOj de extensâo e de adaptaçao de mensagens ou de codigos.
Sao -06 mesmos tipos de situaçôes que os provocam.
. . . / . . .
• ■ • 8 . , e
- Esta reduçâo pode conduzir a unia formalizaçâo, à criaçao de
uni modelo matemâtico expl ic i te.
No primeiro caso, as crianças nâo trocam muitas informaçoes so
bre a l inguagem que ut i l izani , seja a l inguagem ordinar ia i os d iagramaa ou
urna _escrit_a_formalizada. As regras de construçâo de mensagens e por conse-
guinte de modelos materaaticos podera continuar a ficar implicitas. Estâmes
a o n i v e l d e u t i l i z a ç â o f a m i l i a r .
No segundo oaso é mais fréquente ver-explicitar convençBes de
e s c r i t a .
Numa situaçâo pedagôgica, com crianças muito pequenas, nunca vi
aparecer urna mensagem como uma simples estenografia da linguagem usual; ha-
'via serapre uma tentativa de traduçâo da estrutura materaâtica a transmitir.
Pelo contrario parece-me que é necessârio deixar tambéra circular, na dévida
altura, mensagens orais: antes ou depois do jogo de coraunicaçâo nâo verbal
previsto na situaçâo,
d) Var iantes das s i tuaçSes de comunicaçâo
(ve r fig . pag . 5 )
1° • 0 aluno dirige a si prôprio uma mensagem, seja por exemple
porque tem necessidade de reter elementos intéressantes para os utilizar
mais tarde, seja pelo simples desejo de expyessao. Temos por vezee utili-
zaâo este esquema propondo "fases de actividade" seguidas de "fases de re
present açâo".
2C . 0 mestre é um dos interlocutores. Ê o esquema "ensinante"-
^ " e n s i n a d o " .
Nao esta nos nossos propôsitos examinar as vantagens e os incon-
venientes deste sistema, mas pode ser util esboçar as principals déforma-
çSes obtxdas se um dos elementos do esquema nâo curapre o seu papel:
- Sançôes em virtude de finalidades que escapam à criança.
Reportorio imposto, limitado pelo receptor (mestre).
- Inexistência de Bituaçâo concreta em face da quai a criança se
sente empenhada sô e pessoalmente.
- Inexistência de resposta do aluno: ensino dogmâtico.
♦ • ® / • • •
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Inexistência de sançoes, sançSea sem relaçâo conj os iriodelos
realmente utilizados pela criança, sançao unicaraente da for-
m u l a ç â o , e t c .
A situaçâo é constituida unicamente por exercîcios propostos ao
aluno (ensino programado); o pedagogo prevê cada sequência; informaçao ao
aluno, pergunta, resposta ao professor, sartçâo para o aluno. Isto sup5e a
previa aquisiçâo pela criança de uma linguagem e de esquemas lôgicos pelo
que o professor deve utilizar o reportorio conhecido do aluno para transmi
t i r o s e u p e n s a m e n t o e f a z ê - l o a c e i t a r .
N O T A I M P O R T A N T E
As relaç5es da criança corn a situaçao podem ser falseadas pelo
jogo de motivaçoes incorrectas, mesmo se a situaçao apresenta uraa boa rea-
l i z a ç â o d a e s t r u t u r a a e n s i n a r .
5^ « Os dois inter locutores sâo alunos, ou melhor grupos de alu-
nos. É o ûnico caso no quai a dialéctica da formulaçSo se pode desenvolver
convenientenente, porque entâo a funçâo semiotica é ao mesmo tempo estimu-
lada e controlada de maneira poderosa e natural pelas relaçCes das cr ian-
ças no interior da classe. A raatemâtica aprende-se, neste caso, como uma
verdadeira linguagem, no respeito das possibilidades genéticas das crianças
e da filiaçâo dos seus sistemas de expressâo e de justificaçôes. Os progr--
SOS sâo todavia râpidos porque as situaçdes incitam as crianças a ir buscar,
em dévida altura, as estruturas empregadas pelos adultos, sem permitir uma
izllroâuçâo forçada e permatura.
e) A importância do emprego dos modèles maternâticos
É claro que nâo hâ verdadeiramente aprendizagem da materaâtica
sem o emprego pelo aluno de modelos explicitos, da linguagem e da escrita
matemâticas. Esta linguagem e esta escrita nâo sâo utilizadas oorrentemente
nem empregadas familiarmente nas relaçSes naturaie estabelecidae pela crian
ça com o seu meio, Ngo hâ método natural para o ensino da matemâtica. Pelo
contr^ io, se o professor poder multiplicar as ocasiâes de utilizar modèlesmatematreos e se se li„itar a fornecer as convençâes universais, pode orga
nxzar o processo de matematizaçâo. A preoocidade e a frequância de empregopela crança duma linguagem matemâuica pertinente e corecta sâo ahaolutl
mente capitais nestas aquisiçSes,
5 .
• • • 1 0 . . .
a ) O b i e c t o
No (Jecn
da dialect ica da formulaçâo, a construçâo das mensa
gens rnatematicas'i
j - eva -se a cabo segundo reg ras que sao axnda i r ap l l c i t as - nnr a O S d o i s i n t e r - T -
^ixocutores. Trata-se agora de explicitar estas regras, de
p r e c i s a r a s c o n v e r . n ~ - ^ - 4 - + ' x -^ ^ ^ e n ç o e s d e d i z e r p o r q u e t a l e s c r i t a m a t e m a t i c a e c o r r e c t se porquê ela é
p e r t i n e n t e . Ê o o b j e c t o d a v a l i d a ç a o e x p l i c i t a .
, ^orto qng ^ dialectica da acçâo trâs uma validaçao empirica e
i m p l i c i t a , d o s m a ^ ^ 'niodelos de acçâo ou das lormulaçôes construidas, mas esta
va l i ^açâo é i n»suficiente. A convicçâo deve concretizar-se nuraa asserçâo uma
a f i r m a ç a o , q u e a . • 'Permitirâ ao pensamento apoiar-se para construir novas «Rsprç 5 e s o u n o v a s p n ^ v a s . '
rnatemâtica nâo consiste unicamente era emitir ou recehe-n -îv, ^
f o r r a a ç 5 e s e n l i n n . , , .
^ **Kuagem matematica, Diesmo que se compreendam.criança "matematica" deve tomar perante os modelos que constru'
ir uma ati tude cn<4..
^ ^ t i c a .
Deve l i~• * - & a r e s t e s m o d e l o s e n t r e s i .
P^der construir explicitamente uma estrutura usual a partir
de outras que Ja conheça, explicitar os teoremas...; qualificaremos esta
vali^^Çâo de sintâtica porque nâo faz apelo senao aos proprios modelos,
Deve por outro lado explicitar o valor de um modelo nuraa situaçâ^
dadat dar-se conta das contradiçôes ou precisar o seu dominio de concret i -"
zaç&c>» ^ a validaçâo semântica.
DIALECTICA DA VALIDAÇÂO
b ) U s e d e u m a m e n s a g e m c o m o r a o d e l o
Tendo uma criança em seu poder uma mensagem escrita pode ela prô"
pria estabelecer as relaçGes "significante-significado" com os elementos da
situaçâo, Pode substituir pelo estudo da mensagem o da situaçâo, e, graças
a ieso, obter mais fàcilmente previsBes ûteis, E nesse momento que faz da
m e n s a g e m u m m o d e l o ,
A figura junta (pag, ^2) mostra de modo esquemâtico os diferentes
papéis que a formulaçâo pode desempenhar na acçâo:
En, I, a linguagem s6 serve para descrever a situaçâo, para a ex-
primir. 0 esquema é o das aprendizagens por associaçâes repetidas de uraa
formulaçâo a uraa acçâo,
. . . / . . .
Era II, a linguagem é o meio de coraunicar a alguem a situaçâo
que deve organizar» Deve realizar ou concretizar o que esta enuncxado na
mensagem, fazer uma construçao efectiva, depois codificar a nova situaçâo
obtida e transmit i r esta nova mensagem.
Este esquema é o da verificaçâo; é empregado na aprendizagem
de agruparaentos de asserçôes, por associaçôes repetidas com uma construçâo
concreta; é o esquema da prova semântica destes agrupamentos, Ê utilizado
frequentemente com a esperança que acçôes ^2 ^2^ repeti
das traduzirao per abstraoçâo uma passagem -5, mais ecoûômica em
tempo ou em esforçosB
Em III, a linguageiii e utilizada como raeio de obter ensinaraentos
sobre que teria sido penoso e impossivel p6r directamente em evidência
por construçâo. a criança codifica a situaçâo segundo o modelo abstrac^
to e raciocina segundo as regras internas de obtem e concre-
tiza a conclusao predizendo ou realizando a acçâo assim prevista, E o
esquema dos algorxtmos ou da matematizaçâo. A criança que opera segundo es
te esquema, a raenos que aplique somente urn algorltmo, de-a conhecer de mo-
do explicito a justificaçâo da escolha do modelo e a das suas regras. E pre
cise entender por justificaçâo explicita ,ao mesmo tempo^ a que se référé à
convicçâo profunda e à convençâo socialo 0 processo de matematizaçâo visa
um uso conveniente deste esquema e o ensino das matemâticas consistirâ em
organizar as relaçôes da criança nas diversas situaçSes com o mundo que a
rodeia de modo a obter a geraçâo e o emprego segundo este esquema dos mo
dèles matematicos. A utilidade dos modèles e a confiança que Ihe atribuD
a criança é um factor muito conhecido favorâvel ao seu conhecimento. Darc-
moB varios exemples desta organizaçâo era (9) e em "documentes para a for-
maçâo de professores" e em particular a definiçâo e o estudo das somas de
cardinals e as propriedades da adiçâo de naturals.
PAPEL DA FQRMULAÇÂO
e x p r e s s a o
a c ç S o
2^ 2^ e x p r e s s a o ^ =2
Acçâo e expressSo
2^1
I I
P r o v a s e r a â n t i c a
( ve r i f i caçâo)
A b s t r a c ç S o «
C o d i f i c a ç a o
2 1 S .
C o n c r e t i z a ç S o
R e a l i z a ç â o
M
1
\ f
M
2
I I I
Ueo de um algorîtmo,
MateraatiaaçSo.
P r o v a s i n t â t i c a
c) Esqueraa pedagoplco da validaçâo
A cr iança poderâ talvez, neste momento, tomar sozinho conecien-
c i a d a r e p r e e e n t a ç â o q u e e x i s t e e n t r e a m e n s a g e m e a s i t u a ç S o a s s i m c o m o
do valor predict ivo da sua formal izaçâo. Mas ele o farâ muito melhor e mais
f à c H m e n t e n u m a s i t u a ç â o p e d a g o g i c s o n d e d e v e r â a f i r m a r o u n e g o r o v a l o r d a
mensagem. Este esquema é comparâvel ao esquema da comunicaçâo,
A criança esta na posiçao do proponents. A situaçâo de que ele se
ocupa é um modelo matematico, quer dizer um part situaçao "concreta" — es-
t r u t u r a r a a t e m a t i c a . D e v e j u s t i f i c a r , d e f e n d e r a s u a f o r m u l a ç â o e e n t a o e m i -
tir asserçôes e jâ nâo informaçoes, em intençâo a um "opositor".
Teorias raatematicas ou lôgicas
Esquema pedagôgico da validaçao explicita
As sançSes sâo organizadas de modo tal que cada um tenha efecti^
vamente interesse em desempenhar o seu papel: a adequaçao flo modelo à si
tuaçao satisfara uni dos sujeitos enquanto que o outre ficarâ satisfeito no
caso contrario, 0 Jogo da descoberta ê ura exemple um pouco formai mas mui—
to eficaz de uraa situaçSo deste genero, A proposito da adiçâo de inteiros
ou dos poliedros, chega-se a uma axiomatizaçâo da situaçâo»
A d ia léct ica da va l idaçao estabelecer-se-â mui tas vezes na oca-
siao da organizaçâo de jogos de estrategia, opondo pequenos grupos numa com-
p e t i ç â o d e s p o r t i v a »
A forrnulaçao da estrategia aparece no interior de uma mesma équipa,
se o esquema esta conforme ao esqueraa da formulaçâo, quere dizer se aquele
que encontra a estrategia nao pode pôr-se no lugar daquele que a deve apli-
c a r ,
No jogo da descoberta, sendo reœonhecida a existência de uma es
trategia eficaz, aquela é proposta (para um ganho superior), ou entâo ela é
adiv inhada pelos adversar ios se a proposiçSo tarda demasiado. 0 oposi tor
p r o c u r a p r o v a r a f a l s i d a d e d a a s s e r ç â o » U m a d e s c o b e r t a a c e i t e p o r t o d o s p o d e
' se r u t i l i zada pa ra ag i r ou pa ra p rova r ou t ra co i sa .
«
d ) D i a l é c t i c a d a v a l i d a ç â o
1
l
1A s r e g r a s d e a c e i t a ç â o d e u m a p r o p o s i ç â o p e l o o p o s i t o r p o d e m s e r j
a d r a i t i d a s o u c o n h e c i d a s i m p l i c i t a m e n t e p o r a q u e l e , o u e n t â o e x p r e s s a m e n t e ;
dec la radas pe lo p roponen te» Es te se ra conduz ido a exp l i ca r, a jus t i f i ca r
u m a a s s e r ç â o n â o a d m i t i d a p e l o s e u i n t e r l o c u t o r n u m s i s t e m a d e r e f e r ê n c i a .
E! muitas vezes aquele que perde que quer explicar porque perdeu»
No decurso das sucessivas trocas de mensagens, as crianças sâo le-
vadas, se o podem fazer, a explicitar uma parte do reportorio lôgico e ma-
tematico de que se servèra para estabelecer a sua conviçâo»
No decurso destas trocas pode observar-se fases de anâlise do sis
tema de referência : uma asserçâo recusada é comentada, decomposta numa su-
ê
c e s s â o d e a s s e r ç ô e s m a i s p l a u s i v e i s » S e a s r e g r a s d e s t a d e c o m p o s i ç S o s â o r e -
_gras materaâticas, o discurso é uma demonstraçâo»
Noutros momentos observe-se uma "complexi f icaçâo" ouiao contrar io
u m a s i m p l i f i c a ç â o d o s i s t e m a d e r e f e r ê n c i a ; e x e m p l e : t e n d o a d e f i n i ç a o d e
adiçâo permit ido a escr i ta de novos numéros de var ias maneiras, fo i precise
e s c r e v e r i g u a l d a d e s q u e a s t r a d u z i s s e m »
mNo jogo da descoberta , as crianças preenchem o quadro destas
igualdades até ao momento em que é necessârio suprirair as que podem ser
*,) Caderno para "L ' Enseignement élémentaire des mathématiques
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deduzidas de outras, j'â escritas. Noutros momentos ainda cbservara-se procès
SOS de reduçâo de cadeias de proposiçôes primeiro por uso implicite, depoi
explicite,de teorenias e de definiçoes. Este processo de reduçâo assemelha-
-se àquele que e usado ao nîvel da propria formalizaçâo.
e ) R e s u l t a d o : t e o r i a s m a t e m â t i c a s
Deste modo, no decorrer da dialâctica da validaçSo, as crianças
elaboram e explicitam uraa ou mais teorias matematicas, axiomatizadas de ma-
neiras diferentes segundo a sua idade e as situaçoes com as quais se defron-
t a r a m .
Ê évidente que as situaçoes escolhidas como as relaçSes que se
estabelecem entre elas e o pequeno grupo de jovens matematicos, deserapenham
uni papel muito importante nesta elaboraçSo. Porque o raodelo mental da dedu-
çao logica devera ser diferenciado progressivamente de modèles vizinhos que
se esta longe de distinguir no vocabulario corrente e que por vezes se apli-
cam nas mesmas s i tuaçoes:
- Concordância ou concomitância, associaçâo estatîstica de duas
asserçôes (elas sâo frequentemente verdadeiras, mas nâo mais do que isso
nas mesmas situaçSeï^.
- Associaçâo de ideias corauns : sâo pronunciadas muitas vezes
n a m e s m a s i t u a ç â o .
- Causalidade determinista: é causa de A^ se A^ precede
A2 e se em caso algum A^  se produz sem que se tenha produzido Dito deoutre modo A^ implica A^ (semanticamente)-
- Associaçâo de situaçôes por analogia: a associaçâo é fecunda,
mas o raciocinio por analogia é logicamente sem fundamento:
For exemple:
No exe rap lo fize raos ou conc lu lmos C
N o e x e m p l e fi e e m o s o u c o n c l u l m o s C
N o e x e m p l e fi z e m o s o u c o n c l u l m o s C
" « n t a o " e m f a r e m o s o u c o n c l u i r e m o s C ,
Quantas aprendizagens sâo baseadas neste modelo perigoso, repeti-do oxnda por cima, corn una sançâo terrîvel: aquele que nâo pensa era conoluir
C é declarado "nâo inteligente",,,
E évidente que a criança pode iraplicitarâeh^ tê-, ^ orao qpalquer adul
to, aplicar os seus raodelos ou as suas proposiçôes a variados conjuntos de
valores: conjuntos de dois valores {verdsdc-iro, falso de très valores
• verdadfiiro., false, nâo sei j on ainda com niais jcerto, provavelinente ver—
dadeiro, nâo sei., provavelinente falso, certamente falso j. . Estes conjûn-
tos podem sen utilizados concorrentemente nuraa mesma situaçSo, em particu
lar nos jogOB de estratégia onde as conjecturas se misturam com autênticas
d e d u ç ô e s .
Nesta ctiaçâo do pensamento matemâtico, a explicitaçao dos sis^te
mas de validaçâo e a procura de formulaçôes convenientes pode fazer ganhar
m u i t o t e m p o .
f ) Va r i a n t e s d o e s q u e m a p e d a g o g i c o » 0 p a p e l d o p r o f e s s o r
A cr iança deve construir e la propr ia a sua convicçao. Nao é pos-
sivel demonstrar o que quer que séja a uma criança que nâo possua a noçâo
de deduçao. 0 uso do reportârio do destinatârio é uma condiçao bem conheci-
da da comun icaçâo .
No esquema de validaçâo, se o proponents ou o opositor e o pro-
prio professor, é de temer que a convicçâo construida pela criança seja da
mesma espécie que uma convicçâo moral, ou estética, e nâo se distinga de-
l a s .
Ê importante, essencial, que a ponderaçâo-psicolôgica de uma tau-
tologia seja de uma outra natureza. Nenhuma consideraçâo nâo mntemâtica de
ve intervir no juizo da criança. Mais do que em outre caso, quando se tra-
ta de construir a noçâo de verdade, a aprendizagem nâo serve para nada, o
professor deve entâo apagnr-se absolutamente perante os esforços da criança
ainda que sejam desajeitados, deve ser exigente sobre a qualidade das con-
vxcçoes e das provas; isto quer dizei; nâo que. va rejoitar tudo -o que nâo
for uma boa prova, mas que va tomar em consideraçâo as tentativàs a este
respexto, encorajar a criança a pôr-se perante as situnçSes como um raatemâ-
txco, como um construtor de modelos, depois como "logico", como adulto.
Em materia de matemâtica, o erre ê traumatisante e a aprendizagem
dégradante se forem «O.tendidos uma relaçâo falseada. Neste dominio, o uso
xnconsxderado pelo professor dos seus conhecimentos técnicos tem muitas ve-
z e s o e f e i t o m a i s d e p l o r â v e l . . . .
Talvez os mstemâticos tenham side crianças que uni dia descobriram
que raoiocinavam mais depressa e melhor que o seu professor e que tenham
tide confiança neles prôprios,
E por isso que o mestre deve orgimizar o processo de matematiza-
ç5o e de salidaçâo pelas crianças entre elas; mas ê precise nâo esperar
1 7 .
que o método de redescoberta, mesmo numa pequena sociedade onde as relaçôes
seriam tais que a dcscoberta de urn ou dois sér ia depressa ut i l izada por to-
dos, permita as cr ianças reconstruir a matematica« A boa l inguagem, a boa
tecnica, a forraulaçâo cômoda, o modelo intéressante, a teoria util sâo o
fruto de multiplas pesquisas e de circunstâncias de probabilidade por ve-
zes fraca. Nâo é necessario organizar todas as aquisiçôes sob a forma de uma
construçao, certas demonstraçoes sao num dado momento impossxveis»
0 professor a juda a cr iança a u l t rapassar as d i f icu ldades menores.
Ha no entanto irapossibilidades absolutasî por exempio, nenhurn raciocinio
incidindo sobre a noçâo de infinite pode ser formulado a proposito de pro-
blemas concretos® Tudo isto explica a complexidade do ensino da matemâtica
6 d a s e s c o l h a s q u e a i e e x i g e .
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